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Kapitel 4

Diskrete
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Das Kapitel erldutert einige Wahrscheinlichkeitsverteilungen eines diskreten
Merkmals, die in mathematischer oder technischer Hinsicht interessant sind.

4.1 Diskrete Gleichverteilung

Die diskrete Gleichverteilung wurde bereits in Abschnitt 3.3.1 Verteilungen
einer Zufallsvariablen auf Seite 32 behandelt. Ein Beispiel ist die Verteilung der
Augenzahlen beim Wiirfeln. Die Augenzahl nimmt jeden der diskreten Werte von
1 bis 6 mit gleicher Wahrscheinlichkeit an.

4.2 Binomialverteilung

Man erhélt die Binomialverteilung, wenn man danach fragt, wie oft ein be-
stimmtes Ereignis A bei wiederholter Ausfithrung eines Zufallsexperimentes ein-
trifft, bei dem A bei jeder Ausfithrung dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzt und
die Ergebnisse der verschiedenen Ausfithrungen sich gegenseitig nicht beeinflus-
sen. Ein Beispiel ist das Ziehen aus einer Urne mit Zuriicklegen.

Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A sei bei einmaliger Ausfithrung des
Zufallsexperimentes

Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass A nicht eintrifft
P(A) =q mit ¢=1-p (4.2)

Wir betrachten nun die Zufallsvariable z, die gleich der Anzahl des Eintreffens
von A bei n Ausfithrungen des Zufallsexperimentes ist. Ist n = 1, das heif3t, wird
das Zufallsexperiment nur einmal ausgefiihrt, so kann x nur die Werte 0 oder 1
annehmen. Die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten sind

P0)=PA)=q P(1)=PA)=p

3
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Ist n = 2, so kann x die Werte 0, 1, 2 annehmen. Die zugehorigen Wahrschein-
lichkeiten ergeben sich zu

P(0) = P(AA)=P(A) P(A)=¢"
P(1) = P(AA)+ P(AA) =2P(A) P(A) = 2pq

P(2) = P(AA)=P(A) P(A) =p"

Wichtig ist die Feststellung, dass das Ergebnis x = 1 auf zweierlei Weise realisiert
werden kann und dass die Ereignisse AA und AA sich nur durch die Reihenfolge,
aber nicht durch die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten unterscheiden. Entspre-
chende Uberlegungen sind anzustellen, wenn das Zufallsexperiment beliebig oft,
das heifit n-mal ausgefiihrt wird.

Fragt man nach der Wahrscheinlichkeit, dass zuerst z-mal das Ereignis A
eintrifft und dann (n — z)-mal das Ereignis A, so ergibt sich

PA-AA AAA )= (PWA) - (PA) " =pqg (4.3)

z-mal (n—=z)-mal

Das Ereignis z-maliges Eintreffen des Ereignisses A bei n Realisationen des Zu-
fallsexperimentes lasst sich nicht nur in dieser, sondern auch in verschiedenen
anderen Formen verwirklichen, die sich nur durch die Reihenfolge unterscheiden,
in der die Ereignisse A und A eintreten. Die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten
sind alle durch 4.3 gegeben.

Da sich diese Formen wechselseitig ausschlieen, ist die Wahrscheinlichkeit
P(z) gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Formen, also
gleich dem Produkt von p* - ¢"~* und der Anzahl z dieser Formen. Zu fragen ist
deshalb, wieviele verschiedene Formen, das heifit wieviele verschiedene Reihenfol-
gen der Ereignisse A und A bei festgehaltenen Anzahlen = und n méoglich sind.
Wir zitieren zwei bekannte Satze der Kombinatorik:

1. Satz: n verschiedene Elemente konnen auf
z=nl=1-2-3...n

verschiedene Weisen angeordnet werden oder — anders ausgedriickt —
die Anzahl der Permutationen von n verschiedenen Elementen ist z.

2. Satz: Wenn unter n Elementen mehrere Gruppen von n; unter sich
gleichen Elementen existieren, so ist die Anzahl der Permutationen

n!
z =
ni!-no! - nsl. . ng!
wobei gilt
k

Zni:n und 0!'=1

=1



4.2. BINOMIALVERTEILUNG 5

Die Anzahl der moglichen unterschiedlichen Reihenfolgen der = Ereignisse A und
der (n — x) Ereignisse A ergibt sich daraus zu

Dieser Ausdruck wird Binomialkoeffizient! genannt, weil er bei der Berechnung
der Koeffizienten der Potenzen eines Binoms vorkommt (Binomischer Satz)

(z+y)" = Xn: <Z> "y

k=0

Gelesen wird er n dber x (E: n choose k). Wegen der Fakultédten stofit seine
Berechnung schon bei méfligen Werten von n und x auf praktische Schwierigkei-
ten. Die Zahl 20! hat bereits 19 Stellen in dezimaler Darstellung. Algorithmen
und Rechenprogramme versuchen daher, die Multiplikationen und Divisionen ab-
wechselnd auszufithren, um das Anwachsen der Zwischenergebnisse zu bremsen.
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses z-maliges Fintreffen des Er-
eignisses A bei n Realisationen des Zufallsexperimentes folgt mit 4.4 zu

P(z) = <n> prq"

T

n! T n—x . .

Dies ist die Binomialverteilung, die wohl wichtigste diskrete Verteilung.
Die Wahrscheinlichkeitssumme iiber alle z von 0 bis n ergibt sich direkt aus
dem Binomischen Satz. Es gilt

(p+q)" = Xi: (Z)pxq”‘”

Wegen 4.2 folgt daraus

> Pr)=1 (4.6)

Um den Erwartungswert der Binomialverteilung zu berechnen, wird von einem
Kunstgriff Gebrauch gemacht. Zunéchst schreibt man den Binomischen Satz in
der abgewandelten Form

(pt+q)" = Zn: (Z)pmt‘”q"‘”” (4.7)

=0

Diese Gleichung wird nun nach ¢ differenziert

— = n €T 4Tr— n—x
np (pt+q)" " = Zx<x>p " g (4.8)

=0

lsiehe die deutsche Wikipedia oder — ausfiihrlicher — die englische
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Setzt man danach ¢t = 1, so folgt
= n r NnN—=I
np=>Y x| |p°q (4.9)
=0 x
Der Ausdruck auf der rechten Seite von 4.9 entspricht vollstéindig der Definition
des Erwartungswertes einer diskreten Variablen. Es ist daher
E(x) = py = np (4.10)

Zur Berechnung der Varianz der Binomialverteilung wird 4.7 ein zweites Mal nach
t differenziert. Wir erhalten

nn — Dp(pt + 0" = 3 a(e — 1) (Z)pqu—x (411)

=0

Wird nun ¢ = 1 gesetzt, so folgt aus 4.11
n(n —1)p* = IZZ‘B z? (Z)p””Q”‘” - ;:) x (Z)p””q”"”
Hierfiir konnen wir schreiben
n(n —1)p* = E(z*) — E(z)
oder nach Umstellen
E(z?) =n(n — 1)p* + E(2) (4.12)

Fiir die Varianz gilt gemafl Abschnitt 3.4.1 Findimensionale Wahrscheinlichkeits-
verteilungen auf Seite 44 allgemein

02 = E(a?) — (E(x))

Mit 4.10 und 4.12 folgt daraus fiir die Binomialverteilung

2

o2 =n(n—1)p* + np — (np)?
oder

o2 =np(1 —p) =npq (4.13)

Beispiel 4.1 : Gegeben seien N Dinge, beispielsweise Schrauben, darun-
ter M unbrauchbare. Die Wahrscheinlichkeit, beim zufélligen Herausgreifen einer
Schraube eine unbrauchbare zu erhalten (Ereignis A), ist dann

M
P=—
N

Greift man insgesamt n-mal eine einzelne Schraube heraus, nachdem man jeweils
die zuvor herausgegriffene zuriickgelegt hat, so ist die Wahrscheinlichkeit, dabei
genau z unbrauchbare Schrauben zu erhalten, gemaf 4.5

P(z) = <n> Pt

T
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Praktisch wichtiger ist das Ziehen ohne Zuriicklegen. Wir werden damit auf die
Hypergeometrische Verteilung gefithrt. Solange jedoch die Grundgesamtheit sehr
viel grofer ist als die gezogene Stichprobe

n<<N

sind die Unterschiede zwischen Binomialverteilung und Hypergeometrischer Ver-
teilung gering, und man darf auch das Ziehen ohne Zuricklegen mit der Binomi-
alverteilung beschreiben.

Ende Beispiel

Beispiel 4.2 : Wie grof} ist in einer Familie mit vier Kindern die Wahrschein-
lichkeit

a) zwei Knaben und zwei Médchen,
b) drei Knaben und ein Médchen,
c¢) lauter Knaben

zu finden, wenn wir annehmen, dass Knaben- und Médchengeburten gleichwahr-
scheinlich sind und nur durch den Zufall, nicht durch gezielte Eingriffe bestimmt
werden? Mit den Bezeichnungen

e Ereignis A = Knabe
e Ereignis A = Midchen
e Variable x = Anzahl der Knaben unter n Kindern

ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(z) aus 4.5, indem wir einsetzen
1
p=q= 5 und n =4

Wir finden

Wegen p = q ist die Verteilung symmetrisch. Daher gilt
P(x=0)=Plx=4)und P(x =1) = P(z = 3)
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Die Wahrscheinlichkeitssumme iiber alle x ergibt sich zu

4 1 1 3 1 1
Plz)=—4+-4+24+-4+—_=1
2 Plx) 6 178116

wie es 4.6 verlangt.

Ende Beispiel

Die Null-Eins-Verteilung oder Bernoulli-Verteilung ist ein Trivialfall der
Binomialverteilung nach 4.5 mit n =1
1

_ x 1—x : —
P(z) = A=)l p°q mit = =0,1 (4.14)

Aus 4.10 ergibt sich ihr Erwartungswert zu
E(x)=p (4.15)
und aus 4.13 ihre Varianz zu

o7 =pg=p(1—p) (4.16)

Beispiele sind das Werfen einer Miinze (Zahl-Wappen mit jeweils gleicher Wahr-
scheinlichkeit), das Werfen eines Wiirfels, falls wir nur gerade und ungerade Au-
genzahl unterscheiden oder nur eins und nicht-eins, die Qualitdtskontrolle (in
Ordnung — nicht in Ordnung, mit hoffentlich ungleichen Wahrscheinlichkeiten)
oder Aussagen iiber Personengruppen (Raucher—Nichtraucher).

4.3 Poisson-Verteilung

Die Poisson-Verteilung lésst sich als Ndherung der Binomialverteilung fiir den
Fall ableiten, dass die Wahrscheinlichkeit p fiir das Eintreten des Ereignisses A
sehr klein, A also ein seltenes Ereignis ist, wihrend die Anzahl n der Ausfithrungen
des Zufallsexperimentes sehr grofl ist. Sie wurde erstmals von dem franzosischen
Physiker und Mathematiker SIMEON-DENIS POI1sSON (1781-1840) beschrieben,
war jedoch schon vorher bekannt.
Wir gehen aus von der Binomialverteilung 4.5
P g 417
() = m b q (4.17)
und verwenden die Formel von JAMES STIRLING (1692-1770) fiir Ndherungswerte
der Fakultét grofler Zahlen

n!~V2mn (=)" (4.18)

mit e als der Basis der natiirlichen Logarithmen (EULERsche Zahl, e = 2,718...).
Die Nédherung ist umso besser, je grofler die Zahl n ist. Die Abweichungen vom
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genauen Wert sind kleiner als 1 %, falls n > 10 ist. Eine verbesserte Naherung —
brauchbar ab n = 2 — liefert die modifizierte Formel?

n 1
I~ V2 )" (14—
n ™ (e) ( + 12 n)
Tabelle 4.1 zeigt die exakten Werte, die Werte der einfachen und der verbesserten
Néherung von J. STIRLING sowie in der letzten Spalte den relativen Fehler der
einfachen Naherung.

Tab. 4.1: Fakultiten; exakte Werte, einfache und verbesserte Ndherung nach J.
STIRLING sowie relativer Fehler der einfachen Naherung

n Fakultit Stirling Stirling verb. Fehler
1 1 0.92 1.00 -0.077863
2 2 1.92 2.00 -0.040498
3 6 5.84 6.00 -0.027299
4 24 23.51 24.00 -0.020576
5 120 118.02 119.99 -0.016507
6 720 710.08 719.94 -0.013781
7 5040 4980.39 5039.68 -0.011827
8 40320 39902.38 40318.03 -0.010358
9 362880 359536.69 362865.73 -0.009213
10 3628800 3598693.55 3628682.66 -0.008297

Wenn, wie weiterhin vorausgesetzt, p < 1, * < n und n > 1 gilt, ldsst sich
die Formel von STIRLING dazu benutzen, die beiden Ausdriicke n! und (n — z)!
in 4.17 zu eliminieren. Wir erhalten

(np)*e™™ (L—p)** [ n

P(x) ~
(=) x! (1= \n—x

(4.19)

Der zweite und dritte Faktor lassen sich unter den genannten Voraussetzungen
erheblich vereinfachen. Es gilt

n(l-p)"* = (n—z)n(l-p)

Q
<
S

woraus folgt

(I —p)"" ~ exp (—np) (4.20)

%siehe http://algolist.manual.ru/count_fast/gamma_function.php
oder D. E. KNUTH, Band 1
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Ebenso ergibt sich

(1- %)”—w ~ exp (—1) (4.21)

und

n

~ 1 4.22
p—— (4.22)

Setzt man 4.20, 4.21 und 4.22 in 4.19 ein, so folgt
P(z) = (np') exp(—np) mit x=0,1,2,...n (4.23)
x!

Wir betrachten nun den Grenzfall, dass p gegen null geht und n gegen unendlich,
wobei jedoch das Produkt

fp =P (4.24)

einen endlichen Wert behélt. Fiir diesen Grenzfall folgt aus 4.23

P(a) =" oxp (—p,) mit 2=0,1,2,... (4.25)
xZ.

Dies ist die Poisson-Verteilung. Sie ist eine eindimensionale diskrete Verteilung,
die sich dadurch von der Binomialverteilung unterscheidet, dass die Variable x
abzahlbar unendlich viele Werte annimmt.

Die Wahrscheinlichkeitssumme iiber alle z erhélt man, wenn man fiir die Ex-
ponentialfunktion folgende Reihenentwicklung verwendet

o ,n 2 23
expz:Z——l—i-z—i-f—i—f—l—
n=0 "

21 31
Hieraus folgt
o My
;} = P (1)
und damit fir die Wahrscheinlichkeitssumme

i}P(fv) Z %GXP( fz) =1 (4.26)

=0

Fiir den Mittelwert finden wir

E(z) = ch%“" exp (—[tz)

(o) 'uxl
= U, ex z
fie €xp ( ;x_l

= fha (4.27)
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Ebenso erhalten wir

T

— o [y
E(@®) = Y o~ exp(—p)
x=0 :

[e'e) x—1
B B [
= fo exp (—ta) ;:196 1)
o0 qufl
= — 1, 1)+ 1) =
fo €xP ( u);((ft )+ )(x_l)!
= 2 exp(—fa) i e + po exp (—fiy) i e
’ =2 (IE 2)' r=1 ('T - 1>‘
= ,u?c—{—,ux (4'28)

Mit der allgemeinen Beziehung fiir die Varianz (3.94 auf Seite 47)
o = B(a®) — (B(z))*
ergibt sich schlieBlich

0% = 3+ o — [ = Jla (4.29)

Mittelwert und Varianz der Poisson-Verteilung sind gleich. Man bezeichnet des-
halb die Poisson-Verteilung als eine einparametrige Verteilung mit dem einzigen
Parameter 1, = o2.

Es ist vorteilhaft, die Binomialverteilung unter den oben genannten Voraus-
setzungen durch die Poisson-Verteilung anzunédhern, weil das Rechnen mit der

Binomialverteilung fiir grofe Anzahlen n mithsam wird.

Beispiel 4.3 : Gefragt sei nach der Wahrscheinlichkeit, dass in einem Dorf
mit 500 Einwohnern wenigstens einer am 24. Dezember Geburtstag hat. Man geht
aus von der Annahme, dass die Geburtstage der Dorfbewohner zufillig iiber alle
Tage des Jahres verteilt sind, und definiert

e Ereignis A = Ein einzeln herausgegriffener Dorfbewohner hat am 24. De-
zember Geburtstag,

e Variable x = Anzahl derjenigen unter den n = 500 Dorfbewohnern, die am
24. Dezember Geburtstag haben.

Dann ist, wenn man Schaltjahre aufler Acht lasst

1 364

PA) =p P(A) =q
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Die exakte Losung erhilt man mit der Binomialverteilung nach 4.5. Die gesuchte
Wahrscheinlichkeit ist

Plx>1) = 1—-P(z=0)

500
- 11— ( . >poq5oo

g‘lf)oo
365
Die Naherungslosung bei Verwendung der Poisson-Verteilung 4.25 liefert

= 1—( =1-0,2537 = 0, 7463

Plz>1)=1—-Plxa=0)=1—"=Fexp(—u,)

Mit dem Mittelwert
500
fo =P = 5
folgt
P(x>1)=1-0,2541 = 0,7459

Hier ist der Vorteil noch nicht erkennbar, den die Verwendung der Poisson-
Verteilung anstelle der Binomialverteilung bietet. Dieser wird er jedoch deutlich,
wenn etwa nach der Wahrscheinlichkeit P(5 > = > 1) gefragt ist.

Ende Beispiel

Die Poisson-Verteilung lasst sich auch ohne Bezug auf die Binomialverteilung
herleiten, wenn man von folgender Modellvorstellung ausgeht. Es werden Ereig-
nisse beobachtet, die in zufélliger zeitlicher Folge eintreten. Dabei soll gelten

e Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Ereignisses im Zeitintervall
von t bis t + At ist unabhéingig davon, was im Zeitraum ¢ geschehen ist.

e Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten genau eines Ereignisses im Zeitin-
tervall At ist der Lange des Zeitintervalls proportional.

e Das Zeitintervall At wird so klein gewéhlt, dass immer hochstens ein Ereig-
nis in das Zeitintervall fallt.

Die Anzahl = der Ereignisse, die im Zeitraum ¢ beobachtet werden, ist eine Zu-
fallsvariable, deren Wahrscheinlichkeit mit P(x;¢) bezeichnet werden soll.

Entsprechend dieser Festlegung ist P(1; At) die Wahrscheinlichkeit, dass im
Zeitintervall At genau ein Ereignis eintritt. Es gilt

P(1;At) = X At (4.30)

worin A die mittlere Anzahl der Ereignisse in der Zeiteinheit bedeutet. Ist At so
klein gewéhlt worden, dass in At hochstens ein Ereignis eintreten kann, so ist

P(0; At) + P(1;At) =1



4.3. POISSON-VERTEILUNG 13

Mit 4.30 folgt
P(0;At) =1— X At (4.31)

Sind im Zeitraum t + At genau z Ereignisse eingetreten, so kann dies nur auf
zweierlei Weise geschehen sein:

e im Zeitraum ¢ genau x Ereignisse, im Zeitintervall At kein Ereignis,
e im Zeitraum ¢ genau x — 1 Ereignisse, im Zeitintervall At ein Ereignis.

Fiir die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten gilt, da Unabhéngigkeit vorausgesetzt
wurde und die beiden genannten Moglichkeiten als sich wechselseitig ausschlie-
Bende Ereignisse anzusehen sind

P(z;t + At) = P(x;t) P(0; At) + P(z — 1;t) P(1; At)
Mit 4.30 und 4.31 folgt daraus
P(z;t+ At) = P(x;t) (1 = XN At) + Pz — 1;8) X At
oder
P(z;t + At) — P(x;t)
At

Macht man das Zeitintervall At sehr klein im Vergleich zu ¢, so darf man den
Differenzenquotienten durch den Differentialquotienten ersetzen und erhélt

dP(x;t)
dt

Die Differentialgleichung 4.32 ist rekursiv zu 16sen. Man beginnt mit dem unmog-
lichen Ereignis x = —1 und setzt

= AP(z — 1;t) — P(x;1))

+ A P(z;t) = X P(x — 1;t) (4.32)

P(—1;t)=0
Dann folgt aus 4.32 fiir z = 0:
dP(0;1)
AP(0;t) =
und weiter

P(0;t) = ¢y exp (—At)

Fiir ¢ — 0 muss diese Wahrscheinlichkeit gegen 1 gehen (sicheres Ereignis). Daher
ist ¢g =1 und

P(0;1) = exp (—At)
Fiir ¢ = 1 ergibt sich hiermit

dP(1;t)
dt

+ AP(1;t) = X exp (—At)
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Die Losung dieser einfachen Differentialgleichung ist
P(1;t) = M exp (—At)
Fiir = 2 erhélt man damit die Differentialgleichung

dP(2;t)
dt

mit der Losung

+ AP(2;t) = A(At) exp (—At)

P(2;t) = ()\;)2 exp (—At)

Die Losung fiir beliebige x lautet

At)*
P(x;t) = (‘) exp(—Af) mit z=0,1,2,... (4.33)
x!
Den Beweis fithrt man durch vollstandige Induktion.
Ist ¢t ein vorgegebener konstanter Zeitraum, so ist 4.33, wie der Vergleich mit
4.25 zeigt, mit der Poisson-Verteilung identisch, und x hat den Mittelwert

e = At (4.34)

Ein Prozess, der sehr genau dem Modell entspricht, das der Herleitung von
4.33 zugrunde liegt, ist der radioaktive Zerfall eines instabilen Isotops. Die Anzahl
N der innerhalb eines Zeitraumes t ausgesandten Gammagquanten beispielsweise
einer Cs-137-Quelle folgt deshalb einer Poisson-Verteilung, und es gilt entspre-
chend 4.29 auf Seite 71

_ 2
KN =O0N

Aufler dem radioaktiven Zerfall gibt es in Wissenschaft und Technik noch viele
andere Vorgénge, die dadurch gekennzeichnet sind, dass irgendwelche Ereignisse
in zufilliger zeitlicher Folge eintreten. In allen diesen Féllen liefert die Poisson-
Verteilung eine exakte Beschreibung.

Wenn man anstelle des Zeitraums ¢ eine Strecke s, eine Fliache F' oder ein Vo-
lumen V' betrachtet, {iber die bestimmte Dinge (Ereignisse) zufillig verteilt sind,
so kann man dasselbe Modell auch auf diese Fille anwenden. Die Konstante A in
4.33 bedeutet dann die mittlere Anzahl der Dinge (Ereignisse) in der Strecken-,
Fldchen- oder Volumeneinheit.



